Colle du 7 octobre : Espaces vectoriels normés et séries
positives

4.1 Espaces vectoriels normés

Exercice 0 : Tous les exercices de la semaine précédente.
Exercice 1 : Pour quelles valeurs de n existe-t’il une norme sur M., (R) invariante par similitude ?

Exercice 2 : Soit A C R”™ une partie fermée, convexe et non bornée. Montrer que A contient
une demi-droite.

Exercice 3 : Soit ) un polynéme de R[X]. Construire une norme sur R[X] telle que la suite
(X™)n>0 tende vers Q.

Exercice 4 : Soit C' un compact convexe d'un espace vectoriel normé E. Soit f : C — C. On
suppose f 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 5 : Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie et K un compact de FE.
Montrer que E \ K est connexe par arcs. On admettra que la boule unité dans E n’est pas
compacte.

Exercice 6 : Soient p,q deux entiers naturels non nuls. On considére X le sous-ensemble de
RPH défini par 'équation z7 + ... + 22 = y§ + ... + y2. Que dire de la connexité par arcs de X
et de X \ {0}7?

Exercice 7 : 1. Soit U un ouvert connexe de R? et A une partie dénombrable de R2. Est-ce que
U\ A est connexe? Et connexe par arcs ?
2. Généraliser la question 1. en dimension finie supérieure & 2.

*
Exercice 8 : Soit £ = R[X]. Pour P € E, on note N(P) =37 %.
1. Montrer que N est une norme.
k
2. Soit P, = > 1, )2—2 La suite (P,) est-elle de Cauchy ? Est-elle convergente ?
3. La boule unité de E est-elle compacte ?
4. La dérivation dans E est-elle continue ?

Exercice 9 : Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E. Parmi les
affirmations suivantes, lesquelles sont vraies?

. Si A est ouvert, alors A + B 'est aussi.

. Si A et B sont fermés, alors A + B est fermé.

. Si A est compact et B est fermé, alors A 4+ B est fermé.

. Si A et B sont compacts, alors A + B 1’est aussi.

. Si A et B sont connexes par arcs, alors A + B l’est aussi.
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Exercice 10 : Soient F un espace vectoriel normé complet, k < 1, n > 1l et f: E — F une
application telle que f™ est k-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 11 : Soit E l'espace de fonctions f : [0,1] — R dérivables & dérivée bornée et telles
que £(0) = £(1) = 0. Pour f € E, on pose | f]| = supyoy|f'(£)|.



1. Montrer que ||.|| est une norme.

2.80it p: E— R, f— fol f(t)dt. Montrer que ¢ est une forme linéaire continue sur F et calculer
sa norme.

Exercice 12 : Soit E = C([0, 1], R). Soit P le sous-espace de E des fonctions positives ou nulles.
Calculer lintérieur et adhérence lorsqu’on munit £ de la norme ||.||oc ou de la norme ||.||;.

Exercice 13 : Soit A € M, (R). Soient f € L(R™) et g € L(C™) les endomorphismes canoni-
quement associés & A. Montrer que |||f]|| = |||g]]|-

4.2 Séries positives

Exercice 1 : Etudier la nature de la série 3 (cos(n=¢) — 1) selon la valeur de a > 0.
Exercice 2 : Soit a € R. Etudier la nature de la série > ((chn)® — (shn)?).

Exercice 3 : Pour n € N*, on note p,, le nombre de chiffres dans ’écriture décimale de n. Soit
a > 1. Etudier la nature de la série )~ - et, lorsqu’elle converge, calculer sa somme.

Exercice 4 : Donner la nature de la série > ﬁ
k=1

Exercice 5 : Etudier la nature de la série > ¢/n + 1 — {/n.
E(vntT)—E(V/n)

- converge et calculer la somme.

Exercice 6 : Montrer que )



